３．離散化

3.1有限要素による空間離散化
  (1.35) 式あるいは (1.36) 式を数値的に解くことを考える。
  浸透問題の数値解析において離散化が見られるのは、空間と時間についてである。
いずれも、微分方程式で表されているが、このままでは、計算機の中でこれらの方程式を全対象領域で連続関数として取り扱うことが困難であることから、十分に小さいとみなせる要素内あるいは時間々隔内では連続関数とみなすと仮定したもとで以下の議論をすすめる。
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  　　　 (3.1)

以下、 (3.1) 式を有限要素近似で表すことを考える。
まず、全領域を所定の多角形で分割し、この多角形を要素、多角形を構成する頂点を節点と呼ぶ。各多角形は、節点と隣り合う節点で結ばれる境界面で結合しているものとし、有限要素法では各節点に主変量、浸透解析では水頭、をもつことになる。
ここで、 (3.1) 式はあくまでも一つの微小要素内での釣り合いを考慮したものであるため、微小とは言えない大きさの要素にわたっての釣り合い関係を評価する必要がある。このためには、要素内での水頭分布を近似する必要がある。
この水頭近似に用いられるのが内挿関数である。
3.1.1  内挿関数の導入
  n多角形における任意地点の座標(x,y)での内挿は以下のように標記できる。
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               (3.2)

  ここで、hiは多角形頂点(節点)上の水頭、Niは各節点に対応した要素内の内挿関数、hNは内挿近似水頭をそれぞれ示す。
  このような内挿関数の特徴は以下である。
  ・任意点での関数値の総和は１である：

     (3.3)

  ・節点i上での内挿関数Niの値は１、それ以外の関数値は０である。
  図3.1のような内挿状況が得られる。
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図3.1  内挿近似の概要（一次元浸透）

このように、実際の水頭分布に対して適切な内挿を行なうには、(1)内挿に関わる節点数を多くする(高次の内挿関数の導入)か、(2)要素分割を細分化することが考えられる。
プログラムGWAPは、二次元場では最も簡単な三角形要素(構造系では、定歪要素)とよばれる要素を用いている(このように、内挿関数は要素特性として扱われることが多い)。同系列の３次元プログラムではアイソパラメトリック要素の導入がみられている。高次要素を用いれば、精度が向上することは期待できるが、これにはプログラムを大幅に改良する必要があることから、安易に導入することはできないことは覚えておきたい。
どちらの方法を用いるにしても、計算に必要となる容量や時間が増大するので実際の水頭分布と内挿による水頭分布の差違を構造的に最小化することを考える。
三角形要素における内挿関数は付録で解説する。
3.1.2 重み付き残差法(method of weighted residuals)

このように、水頭分布を内挿関数で近似したことで、実際の水頭分布と幾ばくかの差違が生じる。つまり、支配方程式L(h(x,y,t))=0に内挿近似hNを導入すると、残差があることから以下のように式値は０とはならない。
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[image: image5.wmf](
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そこで、残差方程式に重みを掛けたものを領域全体にわたって平均化(積分)することで、全体領域Rでの全体的な残差を０にする重み付き残差法(WRM)を用いる。
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  ここで、重み関数Wの満たすべき条件について考えてみる。
  残差が生じているのは節点間あるいは要素内の地点での式値であり、各節点では残差はないことから、重み関数Wは節点毎に定義し当該節点ではWi(xi,zi)＝１、それ以外の節点ではW＝０をとるようなものとなる。
  一般に、重み付き残差法に用いられる重み関数Wにはいくつかのものが知られているが、ここでは重み関数Wに内挿関数Nを適用するGalerkin法を用いる。
3.1.3 Galerkin法による定式化
  (3.4) 式に重み関数Wを掛けて、領域全体にわたって積分する。
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  ここで、水頭値は内挿された近似値hNが代入されている。
Wを各項に掛けそれぞれの整理を試みる。
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  ここで、hNが要素内で線型分布している(三角形要素ではこれに相当する)場合には、hNの１次の空間微分項は定数となり、さらにTijが要素内で一定値(均質)であるなら、 (3.7) 式の透水量係数を含んだ微分項は０となり、 (3.7) 式を解くことができない。
  そこで、以下の手順で (3.7) 式を変形する。まず、各高次微分項は部分積分技法を用いて変形する。
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さらに、Gaussの積分定理から次式が誘導できる。
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以下繰り返しになるが、他の３つの高次微分項についても同様の誘導を行なう。
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ここで、nxおよびnyはそれぞれ境界に垂直な法線のxおよびｙ方向成分であり、 (3.9､11､13､15) 式は境界からの水の流入出を表している。
  これらをまとめると以下となる。
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  上 の(3.16) 式中、左辺第３積分項は境界面を通過する流速成分項の境界面上の積分に他ならない。すなわち以下である。
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図3.2境界面上の流入出
ここで、hNを内挿近似式で置換する。
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さて、全体領域Rを有限要素に分割すると、各要素領域Reでも上式が成立する、すなわち以下となる。
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(3.20)

  これより全体領域に対しては、各要素毎の式 (3.20) 式を全要素にわたって連立(総和)した方程式が得られる。
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  各節点水頭値hは、座標には依存しないので積分の外に出る。よってこれをマトリックス表示すると以下のようである。

[image: image25.wmf][

]

{

}

[

]

{

}

{

}

j

j

i

ij

j

ij

D

Q

dt

dh

F

h

A

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

+

           (3.22)

ここで、
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(3.23) 式を見ると、積分は内挿関数Nと重み関数W(Galerkin法では両者は一致)の微積分となっている。
  ここで、以下の簡略化を導入する。
(1) 透水量係数Tは要素内で一定であると考えるが、透水量係数Tは節点上の全水頭hに依存するため、Tは要素内ではhと同様に内挿関数による近似を行なう。
よって、
[image: image30.wmf]e

l
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（ここで、lは要素節点番号）と表すが、これは節点値の平均値
[image: image31.wmf]T

である。
(2)境界面で定義される断面通過流束Qについては上式では節点で定義される流束値の内挿式を示しているが、三角形要素内では一様分布とする。
(3) 貯留成分では、飽和状態の貯留係数Sは要素内では均一であるが、不圧状態では節点の全水頭値に依存する。
よって、
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（ここで、lは要素節点番号）と表すが、これは節点値の平均値
[image: image33.wmf]S

である。
また、[F]はマトリックスを表しているが、Neumanの提唱する差分法で用いられる技法の適用であるLumped Mass Methodを適用して、ベクトル化する。
  ここで、以下の三角形（定歪）要素における内挿関数の微分および積分を導入する。また、W=Nとした。
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ここで、標記は付録を参照されたい。
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透水係数テンソルは対称であるから、Txy=Tyxであり、これを代入すると、式(3.26)の[A]eマトリックスも対称になる。
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  ここで、差分法で用いられるように貯留項(時間微分項の係数項)は対角項に集約される形にするため、lumped matrix法を用いると次式となる。
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3.2 時間項の取り扱いと非線形特性の考慮
  有限要素法の教科書には、時間微分項についても有限要素法を適用する手法が紹介されている。しかしながら、各タイムステップ毎に水頭分布が変化しこれに伴う物性値変化や境界条件変化に対応しようとすると、差分近似によってタイムステップ毎に逐次解を得る方が得策である。
  解くべきマトリックス方程式は次式である。
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  扱い易くするために、上式右辺ベクトル項を一まとめにする。
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  差分法における一般式は差分重みパラメータωを用いると次式で表される。
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  ここで、ωは０(ω(１の範囲にある実数をとることができ、特に以下が知られている。
           ω＝１：後退差分
           ω=1/2：中央差分
  また、[A]、[F]、{C}は解法時には定義されている必要があるが、式(3.35)にみられるように、これから求めようとするステップ(K+1)での値が必要とされている。すなわち、これらを算定するためのhK+1が必要である。そこで、推定によるhK+1からこれらの係数マトリックスや定数ベクトル項を求め、収束計算を行なえばよい。
  が、プログラムGWAPでは、 (3.34) 式の全ての係数マトリックスや定数ベクトル項にステップ(K+1/2)での値を用いる。この場合も同様に(K+1/2)での水頭値hK+1/2を推定するのだが、推定時間間隔をΔtからΔt/2にすることになり、推定精度が幾分向上し、結果的に収束性が増すことになる。
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  また、hK+1/2の推定には以下の公式が用いられる。
  各タイムステップでの最初の繰り返し計算には次式を用いる。
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  ここで、ΔtK=tK+1-tK
  各繰り返し過程に入ってからは次式を用いる。
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図3.3タイムステップK+1、K+1/2のh推定
3.3 マトリックスの合成
  これまで、示してきた (3.27-31) 式の各マトリックスは要素毎に構成節点に対して構築されたものであり、これらをまとめて(Σ)全要素に対する方程式を作成する。簡単に説明するために、図3.4に示すような４つの三角形要素分割を考える。
  最終的に (3.35) 式の右辺ベクトル項を一まとめにしてCベクトル項と標記した時、全要素にわたって要素マトリックスを作成し、さらにこれを合成したマトリックスを作成する。具体的には以下のようである。さらに、簡単に未知量hの係数マトリックスと定数ベクトル項にまとめると以下の形となる。
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図3.4要素構成例
ここで、節点5に着目すると、表3.1のような係数項が算定できる。
表3.1合成マトリックス構築例
要素 ＼ 節点
１
２
３
４
５
６
P

①
M51①
０
０
M54①
M55①
０
P5①

②
M51②
M52②
０
０
M55②
０
P5②

③
０
M52③
０
０
M55③
M56③
P5③

④(節点5に関与なし)
０
０
０
０
０
０
０

  節点5に対する合成された方程式は以下となる。
  (M51①+ M51②)h1＋(M52②+M52③)h2＋(０)h3＋(M54①)h4

                         ＋(M55①+ M55②+ M55③)h5＋(M56③)h6

                                                   ＝ P5①+ P5②+P5③   (3.40)
  この事例は、三角形要素であるが、四角形を用いると図3.4の要素構成では節点5は節点3についても係数項を有する。
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